Aplicaciones ortogonales. Propiedades 25

25. APLICACIONES ORTOGONALES. PROPIEDADES.

Un endomorfismo f: R™ — R™ se dice que es una aplicacion ortogonal si conserva el

producto escalar, es decir, para todos x,y € R" se verifica que

<xy>=<f),f(¥) >

25.1. LAS APLICACIONES ORTOGONALES CONSERVAN DISTANCIAS Y ANGULOS

1. Si fiR® — R™ es una aplicacion ortogonal,

entonces se verifica que ||x|| = ||f (x)|| para todo -
] u]

x € R"

2. Si f:R®" — R™ es una aplicacion ortogonal,

entonces se verifica que £(x,y) = 4(f(x), f(3))

N
~

para todos x,y € R"

Demostracion

Lo lxll=v<xx>= < f(x),f(x) >= lIf 0l

<xy- <F@S)> _
il 2SI Gonr ol

2. 4(x,y) = arccos
2(f(x), f )

Por tanto las aplicaciones ortogonales conservan distancias y angulos.

25.2. MATRIZ DE UNA APLICACION ORTOGONAL

Sea f: R™ — R™ una aplicacién ortogonal y sea A = M(f, B°™) la matriz de la aplicacion f

respecto de una base ortonormal.

Por la definicién de aplicacidon ortogonal, para todos x,y € R" < x,y >=< f(x),f(y) >, vy

pasando a coordenadas respecto de la base B°™:
Xy=<xy>=<fx),f(y) >=< Ax, Ay >= (Ax)' (Ay) = xt (A' A) y
De donde se deduce que: AtA =1,

Por tanto la matriz de una aplicacién ortogonal, respecto a una base ortonormal, es una matriz

ortogonal.
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25.3. CLASIFICACION DE APLICACIONES ORTOGONALES

25.3.1. LOS AUTOVALORES REALES DE UNA MATRIZ ORTOGONAL

Los Unicos autovalores reales que puede tener una matriz ortogonal A € M« son: A =10

A=-1
Demostracion
Si A es ortogonal, 1 es un autovalora A y u # 0 un autovector asociado a 4, se tiene que:

Au= 2u = ||Aul| =[] lull = |lull = | A ul == |l =1=>21=+1

[lul| %0

25.3.2. EL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ ORTOGONAL

Si A € M, €s una matriz ortogonal, entonces su determinante vale 1 o —1.

Demostracion

Si A es ortogonal entonces

AtA =1, = det(A'A) = det(l,) =1 e
n et(4"A) et(ln) det(A’A)=det(A") det(A)

= det(4Y) det(4d) = 1 =——=det(4)? = 1 = det(4) = +1
det(At)=det(4)

25.3.3. TIPOS DE MATRICES ORTOGONALES

Se dice que la matriz ortogonal A € M, conserva la orientacidn si verifica que det(4) = 1

Se dice que la matriz ortogonal A € M, cambia la orientacion si verifica que det(4) = —1

|25.3.4. TIPOS DE APLICACIONES ORTOGONALES

Sea f:R™ — R™una aplicacion ortogonal y sea A = M(f,B°™) la matriz de f respecto de

una base ortonormal.

Se dice que f conserva la orientacién si la matriz ortogonal A € M, conserva la

orientacidn, es decir si verifica que det(4) = 1

Se dice que f cambia la orientacion si la matriz ortogonal A € M., cambia la orientacion, es

decir si verifica que det(4) = —1

La aplicacidn ortogonal f conserva la orientacion.
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La aplicacién ortogonal g cambia la orientacién
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| 25.3.5. BASES ORIENTADAS

Una base ortonormal B°" de R" se dice que esta orientada positivamente, y se nota por
B si tiene la misma orientacién que la base candnica de R, es decir si se verifica que

det(P) = 1, siendo P = C(Bon’ Bgl)

EJEMPLO 1

Comprobar que las siguientes aplicaciones son ortogonales y estudiar si conservan o cambian
. . XN _ (Y X _ }’)
la orientacion. fi (y) = ( X ),fl (y) = (x

Solucion

Se calcula la matriz de f; en base candnica: A; = M(f;, Bcz) = (2 _01)

AL A, = (_01 (1)) ((1) _01) - ((1) (1)),det(A1) = det (‘1) _01) —1

De donde se deduce que f; es una aplicacidn ortogonal que conserva la orientacion.

Se calcula la matriz de f, en base candnica: A, = M(f5, Bcz) = ((1) (1))

4= (1 )i 0)=(p D)odertan =dee(] o)=-1

De donde se deduce que f, es una aplicacién ortogonal que cambia la orientacién.



